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1. FOURIER ANALIZIS (MR 42)
(a) Fourier integra´lok statisztikus konvergencia´ja
Legyen s : R+ → C me´rheto˝ fu¨ggve´ny. Akkor mondjuk, hogy s-nek a statisztikus
limesze ∞-ben `, jelben: st- lim
ν→∞
s(ν) = `, ha minden ε > 0-ra
lim
a→∞
1
a
|{ν ∈ (0, a) : |s(ν)− `| > ε}| = 0,
ahol az | · | szimbolummal a Lebesgue me´rte´ket jelo¨lju¨k. Ez a Cauchy e´rtelemben vett
hata´re´rte´k a´ltala´nos´ıta´sa (gyeng´ıte´se), amely azonban az elo˝bbiek szinte minden tulajdon-
sa´ga´val rendelkezik; la´sd [Analysis, 24(2004), 1-18].
Az f ∈ L1(R) fu¨ggve´ny Fourier transzforma´ltja´t az
f̂(t) :=
1
2pi
∫
R
f(x)e−itxdx, t ∈ R,
ke´plettel definia´lja´k, mı´g a Fourier integra´l defin´ıcio´ja:
f(x) ∼
∫
R
f̂(t)eitxdt, x ∈ R.
Alapveto˝ proble´ma, hogy milyen felte´telek mellett helyettes´ıtheto˝ a “∼” jel az “=” jellel a
leguto´bbi ke´pletben, legala´bb is majdnem minden x-re. Mivel a´ltala´ban f̂ 6∈ L1(R), eze´rt
az
sν(f ; x) :=
∫ ν
−ν
f̂(t)eitxdt =
1
pi
∫
R
f(x− t)
sin νt
t
dt
u´n. Dirichlet integra´l konvergencia´ja´t vizsga´ljuk. A Fourier sorokra vonatkozo´ Kolmogorov
pe´lda´hoz hasonlo´an megadhato´ olyan f ∈ L1(R) fu¨ggve´ny, amelyre
lim sup
ν→∞
|sν(f ; x)| =∞ m.m.
Bizony´ıtottuk [Analysis, 24 (2004), 1-18], hogy ha f ∈ L1(R), akkor
st− lim
ν→∞
sν(f, x) = f(x) m.m.
Tova´bba´, ha f ∈ L1(R) ∩ L∞loc(R) folytonos az I nyitott intervallumon, akkor a
st− lim
ν→∞
sν(f, x) = f(x)
hata´re´rte´k loka´lisan egyenletesen a´ll fenn az I intervallumon.
(b) A maxima´l Feje´r opera´tor a valo´s H1(R) Hardy te´ren
A Dirichlet integra´l Feje´r ko¨zepe´t a
σN (f ; x) :=
1
N
∫ N
0
sν(f ; x)dν =
1
pi
∫
R
f(x− t)
1− cosNt
t2
dt
1
ke´plettel, mı´g a maxima´l Feje´r opera´tort a
σ∗(f ; x) := sup
0<N<∞
|σN (f ; x)|, x ∈ R,
ke´plettel definia´lja´k.
Bizony´ıtottuk [J. Fourier Anal. Appl., 10(2004), 27-50], hogy ha f ∈ L1(R), akkor
f ∈ H1(R) akkor e´s csak akkor a´ll fenn, ha σ∗(f) ∈ L
1(R), amelynek teljesu¨le´se esete´n
‖f‖H1 ∼ ‖σ∗f‖L1 .
(c) A maxima´l konjuga´lt e´s Hilbert opera´torok nem korla´tosak a valo´s H1 Hardy te´rbo˝l
az L1 te´rbe. Az f ∈ L1(T) fu¨ggve´ny f˜ konjuga´lt fu¨ggve´nye´t az
f˜(x) := (P.V.)
1
pi
∫
T
f(x− t)
1
2
cot
t
2
dt
ke´plettel, mı´g a maxima´l konjuga´lt opera´tort az
f˜∗(x) := sup
0<h<pi
∣∣∣ 1
pi
∫
|h|<|t|<pi
f(x− t)
1
2
cot
t
2
dt
∣∣∣, x ∈ T,
ke´plettel definia´lja´k.
Bizony´ıtottuk [Acta Math. Hungar., 109 (2005), 53-63], hogy megadhato´ olyan f ∈
H1(T) fu¨ggve´ny, amelyre
‖f˜∗‖L(T) =∞.
Hasonlo´ te´telt bizony´ıtottunk az
f˜∗(x) := sup
0<h<∞
∣∣∣ 1
pi
∫
|t|>h
f(x− t)
t
dt
∣∣∣, x ∈ R,
maxima´l Hilbert opera´torra is, ahol f ∈ H1(R).
(d) Abszolu´t konvergens Fourier sorok e´s klasszikus fu¨ggve´nyoszta´lyok
Legyen {ck : k ∈ Z} komplex sza´moknak olyan mindke´t ira´nyban ve´gtelen sorozata,
amelyre ∑
k∈Z
|ck| <∞.
Ekkor a ∑
k∈Z
cke
ikx =: f(x)
trigonometrikus sor egyenletesen konvergens e´s eze´rt o¨sszegfu¨ggve´nye´nek Fourier sora.
To¨bbek ko¨zo¨tt a ko¨vetkezo˝ ke´t te´telt bizony´ıtottuk [J. Math. Anal. App., 324(2006),
1168-1177].
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1. Te´tel. (i) Ha valamely 0 < α ≤ 1-re
(1)
∑
|k|≤n
|kck| = O(n
1−α),
akkor
∑
|ck| <∞ e´s
f(x) :=
∑
k∈Z
cke
ikx ∈ Lip(α).
(ii) Megford´ıtva, ha kck ≥ 0 minden k-ra,
∑
|ck| < ∞ e´s valamely 0 < α ≤ 1-re
f ∈ Lip(α), akkor (1) fenna´ll.
Ezt a te´telt R.P. Boas bizony´ıtotta sz´ınusz e´s kosz´ınusz sorokra nemnegat´ıv egyu¨tt-
hato´k esete´n.
2. Te´tel. (i) Ha valamely 0 < α ≤ 2-re
(2)
∑
|k|≤n
k2|ck| = O(n
2−α),
akkor
∑
|ck| <∞ e´s f ∈ Zyg(α).
(ii) Megford´ıtva, ha ck ≥ 0 minden k-ra,
∑
|ck| < ∞ e´s valamely 0 < α ≤ 2-re
f ∈ Zyg(α), akkor (2) fenna´ll.
Ezt a te´telt R.P. Boas bizony´ıtotta α = 1-re sz´ınusz e´s kosz´ınusz sorokra nemnehat´ıv
egyu¨tthato´k esete´n.
2. FUNKCIONA´LANALI´ZIS (MR 46)
Legyen (X,F , µ) tetszo˝leges me´rte´kte´r pozit´ıv µ me´rte´kkel. Beppo Levi klasszikus
monoton konvergentiate´tele az L2 = L2(X,F , µ) Lebesgue te´rre a ko¨vetkezo˝ke´ppen fogal-
mazhato´: Ha m.m. x ∈ X-re
0 ≤ f1(x) ≤ f2(x) ≤ . . . e´s sup
n≥1
∫
X
f2ndµ <∞,
akkor le´tezik olyan f ∈ L2 fu¨ggve´ny, amelyhez az {fn} sorozat pontonke´nt m.m. e´s L
2-
norma´ban is konverga´l.
Legyen H szepara´bilis komplex Hilbert te´r, φ egy hu˝, norma´l a´llapot [faithful, normal
state] a H-n e´rtelmezett korla´tos linea´ris opera´torok L(H) algebra´ja´n. Ekkor L(H) az
〈A|B〉 := φ(B∗A), A, B ∈ L(H),
belso˝ szorzattal ella´tva komplex prehilbert te´r.
Ennek teljesse´ te´tele´t L2 = L2(φ)-vel, belso˝ szorzata´t (·|·)-vel e´s norma´ja´t ‖ · ‖-vel
jelo¨lju¨k. A h´ıres Gelfand-Naimark-Segal reprezenta´cio´s te´tel szerint megadhato´ olyan pi
egy-egye´rtelmu˝ ∗-homomorfizmus L(H)-bo´l az L2-en e´rtelmezett korla´tos linea´ris opera´-
torok L(L2) algebra´ja´ba e´s egy ciklikus, szepara´lo´ [cyclic, separating] ω ∈ L2 vektor,
amelyekre
φ(A) = (pi(A)ω|ω), A ∈ L(H).
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Bizony´ıtottuk [Proc. Amer. Math. Soc. 133 (2005), 2559-2567], hogy Beppo Levi
klasszikus monoton konvergencia te´tele nem e´rve´nyes a nemkommutat´ıv L2-te´rben.
Te´tel. Tetszo˝leges szepara´bilis komplex H Hilbert te´ren megadhato´ opera´toroknak
olyan monoton no¨vo˝ (An : n = 1, 2, . . .) sorozata, amelyre
sup
n≥1
φ(A2n) <∞,
de nem le´tezik olyan ξ ∈ L2 vektor, amelyre az ala´bbi ke´t hata´re´rte´k ba´rmelyike is fenn-
a´llna:
pi(An)ω
b
→ ξ e´s ‖pi(An)ω − ξ‖ → 0, n→∞.
Itt
b
→ az u´n. nyala´b [bundle] konvergencia´t jelo¨li, amely a m.m. konvergencia´t helyettes´ıti
nemkommutat´ıv terekben, e´s amelyet E. Hensz, R. Jajte e´s A. Paszkiewicz vezettek be,
la´sd [Studia Math., 120 (1996), 23-46].
3. APPROXIMA´CIO´LEME´LET (MR 41)
Az ala´bbi fu¨ggve´nyoszta´lyokat Leindler La´szlo´ vezette be, la´sd [Acta Sci. Math. Sze-
ged, 43 (1981), 301-309]:
(Hω)∗ := {f ∈ C(T) : ω2(f ; t) = O(ω(t))},
ahol ω = ω(t) adott folytonossa´gi modulus, ω2(f ; t) pedig az f fu¨ggve´ny s´ımasa´gi modu-
lusa;
H(ω; β, p) := {f ∈ C(T) : hn(f ; β, p) = O(ω(
( 1
n
)
)},
ahol β e´s p pozit´ıv sza´mok e´s
hn(f ; β, p) := ‖
{ 1
(n+ 1)β
n∑
k=0
(k + 1)β−1|sk(f ; x)− f(x)|
p}1/p
}
,
n = 0, 1, 2, . . . ; sk(f ; x) az f fu¨ggve´ny Fourier sora´nak k-adik re´szleto¨sszege, e´s ‖ · ‖ a
folytonos fu¨ggve´nyek C(T) tere´ben e´rtelmezett maximum norma.
Leindler La´szlo´ szinte´n bevezette a folytonos fu¨ggve´nyek Ωα-val jelo¨lt re´szoszta´lyait
0 ≤ α ≤ 1 esete´n, amelyeket a´ltala´no´ıtott Lipschitz oszta´lyoknak nevezett. A defin´ıcio´
terme´szetes mo´don kiterjesztheto˝ tetszo˝leges α > 1-re is.
Bizony´ıtottuk a ko¨vetkezo˝ te´telt [Acta Sci. Math. Szeged, 73 (2007), 637-647]. Ha
ω ∈ Ωα valamely 0 < α < 2-re, β e´s p tetszo˝leges pozit´ıv sza´mok, akkor β > αp esete´n
fenna´ll
H(ω; β, p) ≡ (Hω)∗;
mı´g β ≤ αp esete´n fenna´ll
H(ω; β, p) ⊆ (Hω)∗.
Ez a te´tel Leindler La´szlo´ te´tele´t terjeszti ki az α = 1 esetro˝l a 0 < α < 2 esetekre.
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4. SZUMMA´LHATO´SA´G (MR 40)
(a) J. Karamata elegendo˝ Tauber felte´tele´nek e´les´ıte´se szu¨kse´ges e´s elegendo˝ Tauber
felte´telle´
Legyen P az R+ fe´legyenesen e´rtelmezett monoton nemcso¨kkeno˝ fu¨ggve´ny,
P (0) = 0 e´s lim
t→∞
P (t) =∞.
Adott komplex-e´rte´ku˝ f ∈ L1loc(R+) fu¨ggve´nyre vezessu¨k be a ko¨vetkezo˝ jelo¨le´seket:
s(x) :=
∫ x
0
f(y)dy e´s σ(t) :=
1
P (t)
∫ t
0
s(x)dP (x), t > 0,
felte´ve, hogy P (t) > 0. Az
(3)
∫ ∞
0
f(x)dx
forma´lis integra´lt (W,P)-szumma´lhato´nak [summable by weighted mean method determi-
ned by P ] nevezzu¨k, ha a
lim
t→∞
σ(t) = `
ve´ges hata´re´rte´k le´tezik. Nyilva´nvalo´, hogy ha az
(4)
∫ →∞
0
f(x)dx := lim
x→∞
s(x) = `
improprius integra´l le´tezik, akkor az (W,P )-szumma´lhato´ is ugyanezen ` e´rte´khez.
Legyen ρ : R+ → R+ szigoru´an monoton no¨vo˝, folytonos fu¨ggve´ny, amelyre
lim
t→∞
ρ(t) =∞.
A ρ fu¨ggve´nyt P -re ne´zve megengedett fu¨ggve´nynek nevezzu¨k, ha
lim inf
t→∞
P (ρ(t))
P (t)
> 1.
Jelo¨lju¨k Λ-val a P -re ne´zve a megengedett fu¨ggve´nyek o¨sszesse´ge´t.
Bizony´ıtottuk [Publ. Math. Debrecen 67(2005), 65-78], hogy a (4) improprius integra´l
le´teze´se akkor e´s csak akkor ko¨vetkezik a (3) forma´lis integra´l (W,P )-szumma´lhato´sa´ga´bo´l,
ha
inf
ρ∈Λ
lim sup
t→∞
∣∣∣ 1
P (ρ(t))− P (t)
∫ ρ(t)
t
{s(x)− s(t)}dP (x)
∣∣∣ = 0.
J. Karamata ala´bbi te´tele [Bull. Acad. Serbe 2 (1935), 169-205] nyilva´n korolla´riuma
fentebbi te´telu¨nknek: Ha a (3) forma´lis integra´l (W,P )-szumma´lhato´ e´s s lassan oszcilla´l
[slowly oscillating] P -re ne´zve, amelyen azt e´rtju¨k, hogy
lim
λ→1+
lim sup
t→∞
max
t≤x≤T
|s(x)− s(t)| = 0,
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ahol
T := P−1(λP (t)), t > 0;
akkor a (4) improprius integra´l le´tezik.
(b) I. J. Schoenberg Tauber te´tele´nek kiterjeszte´se sza´msorozatokro´l me´rheto˝ fu¨ggve´-
nyek sorozataira
H. Fast [Colloq. Math., 2 (1951), 241-244] vezette be a statisztikus konvergencia
fogalma´t az {sk : k = 1, 2, . . .} ⊂ C sza´msorozatokra. Akkor ı´rjuk, hogy
st − lim
k→∞
sk = `,
ha minden ε > 0-ra
lim
n→∞
1
n
|{1 ≤ k ≤ n : |sk − ξ| > ε}| = 0.
I.J. Schoenberg bizony´ıtotta [Amer. Math. Monthly, 66(1959), 361-375], hogy valo´s
sza´moknak egy (sk) sorozata akkor e´s csak akkor konverga´l statisztikusan `-hez, ha minden
t ∈ R-re fenna´ll
lim
n→∞
1
n
n∑
k=1
eitsk = eit`.
Bizony´ıtottuk [Acta Math. Hungar., 114 (2007), 235-246], hogy egy s : R+ → R
me´rheto˝ fu¨ggve´nyre akkor e´s csak akkor le´tezik a
st− lim
ν→∞
s(ν) = `
ve´ges statisztikus hata´re´rte´k, ha minden t ∈ R-re fenna´ll
lim
a→∞
1
a
∫ a
0
eits(ν)dν = `.
Ezt a te´telt tetszo˝leges vektor-e´rte´ku˝ s : Rn+ → R
m me´rheto˝ fu¨ggve´nyekre is kiterjesztettu¨k,
ahol m e´s n adott terme´szetes sza´mok.
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